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EDITORIAL

Avec ce numéro, les Annales de la Fondation Louis de Broglie
changent de couverture et de format. C’est I'une des fagons de
marquer ’année du centenaire de la naissance de Louis de Broglie
et une partie de chaque fascicule des Annales de cette année sera
consacrée a sa mémoire.

Ce premier numéro lui rend hommage en proposant une re-

production photographique de I’édition originale de sa these, pa-
rue en 1924.

Cette réimpression a été faite avec la gracieuse autorisation
des Editions Masson et des Annales de Physique que nous remer-
cions ici tres vivement.

LA REDACTION

1 La Fondation Louis de Broglie publiera également cette année une
autre réimpression de ce texte dans une édition de luxe qui comprendra,
de plus en annexe quelques documents historiques :

— les trois notes parues en 1923 aux Comptes Rendus de ’Académie
des Sciences dans lesquelles Louis de Broglie exposait I’essentiel de
ses idées,

— le rapport de thése de Langevin,

— un extrait de la fameuse lettre d’Einstein & Langevin,

— la note de Louis de Broglie aux Comptes Rendus de I’Académie des
Sciences, publiée en 1973, & ’occasion du cinquantenaire de la Mé-
canique Ondulatoire, et qui constitue son testament scientifique.






ANNALES

DE

PHYSIQUE

——

EXTRAIT

RECHERCHES SUR LA THEORIE
DES QUANTA

Par M. Louis de BROGLIE

Annales de Physique — 10° Série — Tome III — Janvier-Février 1925

MASSON & Cie, EDITEURS

$20, BOULEVARD ST-GERMAIN, PARIS (VI°)






RECHERCHES SUR LA THEORIE
DES QUANTA

Par M. Louis b BROGLIE

SOMMAIRE. — L’histoire des théories optiques montre que la
pensée scientifique a longtemps hésité entre une conception dyna-
mique et une conception ondulatoire de la lumiére: ces deux
représentations sont donc sans doute moins en opposition qu’on
ne l'avait supposé et le développement de la théorie des quanta
semble confirmer cette conclusion.

Guidé par I’idée d’une relation générale entre les notions de
fréquence et d’énergie, nous admettons dans le présent travail
Pexistence d’un phénoméne périodique d’une nature encore a
préciser qui serait [ié 4 tout morceau isolé d’énergie et qui dépen-
drait de sa masse propre par I’équation de Plank-Einstein. La
théorie de relativité conduit alors 4 associer au mouvement uni-
forme de tout point matériel la propagation d’une certaine onde
dont la phase se déplace dans I'espace plus vite que la lumiére
(ch. L)

Pour généraliser ce résultat dans le cas du mouvement non
uniforme, on est amené 4 admettre une proportionnalité entre le
vecteur Impulsion d’Univers 'd’un point matériel et un vecteur
caractéristique de la propagation de I'onde associée dont la com-
posante de temps est la fréquence. Le principe de Fermat appli-
qué & l'onde devient alors identique au principe de moindre
action appliqué au mobile. Les rayons de l’onde sont identi-
ques aux trajectoires possibles du mobile (ch. IL)

L’énoncé précédent appliqué au mouvement périodique d’un
électron dans I’'atome de Bohr permet de retrouver les conditions
de stabilité quantiques comme expressions de la résonance de
I’onde sur la longueur de la trajectoire (ch III). Ce résultat peut
étre étendu au cas des mouvements circulaires du noyau et de
I'électron autour de leur centre de gravité commun dans 'atome
d’hydrogéne (ch. IV).

L’application de ces idées générales au quantum de lumiére
congu par Einstein méne a de nombreuses concordances trés
intéressantes. Elle permet d’espérer malgré les difficaltés qui
subsistent, la constitution d’une optique a la fois atomistique et
ondulatoire établissant une sorte de correspondance statistique
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entre 'onde liée au grain d’énergie lumineuse et Uonde électro-
magnétique de Maxwell (ch. V.)

En particulier, I’étude de la diffusion des rayons X et v par les
corps amorphes nous sert 3 montrer combien une conciliation de
ce genre est aujourd’hui désirable (ch. VI)

Eanfin, Pintroduction de la notion d’onde de phase dans la
mécanique statistique conduit & justifier l'intervention des
quanta dans la théorie dynamique des gaz et & retrouver les lois
du rayonnement noir comme traduisant la distribution de I’éner-
gie entre les atomes dans un gaz de quanta de lumiére.

INTRODUCTION HISTORIQUE
I. — Du XVI° au XXe siécle.

La science moderne est née & la fin du xvie siécle a la suite
du renouveau intellectuel dit 4 la Renaissance. Tandis que
I’Astronomie de position devenait de jour en jour plus
précise, les sciences de l'équilibre et du mouvement, la
statique et la dynamique se constituérent lentement. On
sait que ce fut Newton qui le premier fit de la Dynamique
un corps de doctrine homogéne et par sa mémorable loi de
la gravitation universelle ouvrit 4 la nouvelle science un
champ énorme d’applications et de vérifications. Pendant les
xvine et xixe siécles un grand nombre de géométres, d’astro-
nomes et de physiciens développérent les principgs de
Newton et la Mécanique parvint & tel degré de beauté et
d’harmonie rationnelle qu'on en oublia presque son carac-
tére de science physique. On parvint, en particulier, 4 faire
découler toute cette science d’un seul principe, le principe
de moindre action énoncé d'abord par Maupertuis, puis
d’une autre maniére par Hamilton et dont la forme mathé-
matique est remarquablement élégante et condensée.

Par son intervention en Acoustique, en Hydrodynamique,
en Optique, en Capillarité, la Mécanique parut un instant
régner sur tous les domaines. Elle eut un peu plus de peine
a4 absorber une nouvelle branche de la science née au
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xix® siécle : la Thermodynamique. Si I'un des deux grands
principes de cette science, celui de la conservation de
I'énergie, se laisse facilement interpréter par les conceptions
de la Mécanique, il n’est pas de méme du second, celui de
l'augmentation de l'entropie Les travaux de Clausius et de
Boltzmann sur I'analogie des grandeurs ihermodynamiques
avec certaines grandeurs intervenant dans les monvements
périodiques, travaux qui & 'heure actuelle reviennent tout &
fait a I'ordre du jour, ne parvinrent pas & rétablir compléte-
ment l'accord des deux points de vue. Mais 'admirable
théorie cinétique des gaz de Maxwell et Boltzmann et la
doctrine plus générale dite Mécanique statistique de- Boltz-
mann et Gibbs montrérent que la Dynamique, si on la
compléte par des considérations de probabilité, permet I'in-
terprétation des notions fondamentales de la thermodyna-
mique.

Dés le xvne siécle, la science de la lumiére, 'optique
avait attiré l'attention des chercheurs. Les phénomeénes les
plus usuels (propagation rectiligne, réflexion, réfraction),
ceux qui forment aujourdhui notre optique géométrique,
furent naturellement les premiers connus. Plusieurs savants,
notamment Descartes et Huyghens travaillérent a en déméler
les lois et Fermat les résuma par un principe synthétique
qui porte son nom et qui, énoncé dans notre langage mathé-
matique actuel, rappelle par sa forme le principe de moindre
action. Huyghens avait penché vers une théorie ondulatoire
de la lumiére, mais Newton sentant dans les grandes lois de
Voptique géomélrique, une analogie profonde avec la dyna-
mique du point matériel dont il était le créateur, développa
une théorie corpusculaire de la lumiére dite « théorie de
I'émission » et parvint méme & rendre compte & Paide
d’hypothéses un peu artificielles de phénoménes maintenant
classés dans Poptique ondulatoire (anneaux de Newton).

Le début du xixe siécle vit une réaction contre les idées de
Newton en faveur de celles d'Huyghens. Les expériences
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d’interférence dont les premiéres sont dues & Young, étaient
difficiles sinon impossibles a interpréter du point de vue
corpusculaire. Fresnel développa alors son admirable théorie
élastique de la propagation des ondes lumineuses et dés lors
le crédit de la conception de Newton alla sans cesse en
diminuant.

Un des grands succes de Fresnel fut d’expliquer la propa-
gation rectiligne de la lumigre dont l'interprétation était si
intuitive dans la théorie de 'émission. Quand deux théories
fondées sur des idées qui nous paraissent entiérement diffé-
rentes, rendent compte avec la méme élégance d’'une méme
vérité expérimentale, on peut toujours se demander si I'op-
posilion des deux points de vue est bien réelle et n’est pas
due seulement & l'insuffisance de nos efforts de synthése.
Cette question, on ne se la posa pas & I'époque de Fresnel et
la notion de corpuscule de lumiére fut considérée comme
naive et abandonnée.

Le xix® siécle a vu naitre une branche toute nouvelle de la
ph)?sique qui a apporté dans notre conception du monde et
dans notre industrie d’immenses bouleversements : la science
de I'Electricité. Nous n’avons pas & rappeler ici comment
elle s’est constituée grace aux travaux de Volta, Ampére,
Laplace, Faraday, etc. Ce qui importe seulement, c'est de
dire que Maxwell sut résumer en des formules d’une superbe
concision mathématique les résultats de ses devanciers et
montrer comment Ioptique tout entiére pouvait étre consi-
dérée comme un rameau de 'électromagnétisme. Les tra-
vaux de Hertz et plus encore ceux de M. H.-A. Lorentz
perfectionnérent la théorie de Maxwell; Lorentz y intro-
duisit de plus la notion de la discontinuité de 'électricité
déja élaborée par M. J.-J. Thomson et si brillamment con-
firmée par lexpérience. Certes, le développement de la
théorie électromagnétique enlevait & D'éther élastique de
Fresnel sa réalité et par 14 semblait séparer 'optique du
domaine de la Mécanique, mais beaucoup de physiciens 4 la
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suite de Maxwell lui-méme espéraient encore & la fin du
siécle dernier trouver une explication mécanique de l'éther
électromagnétique et, par suite, non seulement soumettre
de nouveau l'optique aux explications dynamiques, mais
encore y soumettre du méme coup tous les phénomeénes
électriques et magnétiques.

Le siécle se terminait donc éclairé par 1'espoir d'une syn-
thése prochaine et compléte de toute la physique.

II. — Le XX¢ siécle : la Relativité et les Quanta.

Cependant, il restait quelques ombres au tableau. Lord
Kelvin, en 19oo, annongait que deux nuages noirs apparais-
salent menagants & I'horizon de la Physique. L'un de ces
nuages représentait les difficultés soulevées par la fameuse
expérience de Michelson et Morley qui paraissait incompa-
tible avec les idées alors recues. Le second nuage représen-
tait 'échec des méthodes de la Mécanique statistique dans le
domaine du rayonnement noir; le théoréme de I'équiparti-
tion de D'énergie, conséquence rigoureuse de la Mécanique
statistique, conduit en effet & une répartition bien définie de
I’énergie entre les diverses fréquences dans le rayonnement
d’équilibre thermodynamique ; or, cette loi, la loi de Ray-
leigh-Jeans, est en contradiction grossiére avec l'expérience
et elle est méme presque absurde car elle prévoit une valeur
infinie pour la densité totale de I'énergie, ce qui évidemment
n’a aucun sens physique.

Dans les premiéres années du xxe¢ sitcle, les deux nuages
de lord Kelvin se sont, si je puis dire, condensés 'un en la
théorie de Relativité, 'autre en’la théorie des Quanta.

Comment les difficultés soulevées par l'expérience de
Michelson furent d’abord étudiées par Lorentz et Fitz-Gerald,
comment elles furent ensuite résolues par M. A. Einstein
grice 4 un effort intellectuel peut-étre sans exemple, c’est ce
que nous ne développerons pas ici, la question ayant été
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maintes fois exposée dans ces derniéres années par des voix
plus autorisées que la nétre. Nous supposerons donc connues
dans cet exposé les conclusions essentielles de la théorie de
Relativité, du moins sous sa forme restreinte, et nous y
ferons appel chaque fois que besoin en sera.

Nous allons, au contraire, indiquer rapidement le dévelop-
pement de la théorie des quanta. La notion de quanta fut
introduite dans la science en 1goo, par M. Max Planck. Ce
savant étudiait alors théoriquement la question du rayonne-
ment noir et, comme 1'équilibre thermodynamique ne doit
pas dépendre de la nature des émetteurs, il avait imaginé
un émetteur trés simple dit « le résonateur de Planck »
constitué par un électron soumis & une liaison quasi-élas-
tique et possédant ainsi une fréquence de vibration indépen-
dante de son énergie. Si on applique aux échanges d’énergie
entre de tels résonateurs et le rayonnement les lois classiques
de l'électromagnétisme et de la Mécanique statistique, on
retrouve la loi de Rayleigh dont nous avons signalé plus
haut I'indéniable inexactitude. Pour éviter cette conclusion
et trouver des résultats plus conformes aux faits expérimen-
taux, M. Planck admit un étrange postulat : « Les échanges
d’énergie entre les résonateurs (ou la matiére) et le rayonne-
ment n’ont lieu que par quantités finies égales a A fois la
fréquence, A étant une nouvelle constante universelle de la
physique ». A chaque fréquence, correspond donc une sorte
d’atome d’énergie, un guantum d’énergie. Les données de
lobservation fournirent & M. Planck les bases nécessaires
pour le calcul de la constante A et la valeur trouvée alors
(h=6,545 X 1072") n’a pour ainsi dire pas été modifiée
par les innombrables déterminations postérieures faites par
les méthodes les plus diverses. C’est 14 un des plus beaux
exemples de la puissance de la Physique théorique.

Rapidement, les quanta firent tache d’huile et ne tarderent
pas 4 imprégner toutes les parties de la Physique. Tandis
que leur introduction écartait certaines difficultés relatives
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aux chaleurs spécifiques des gaz, elle permettait & M. Eins-
tein d’abord, puis & MM. Nernst et Lindemann, enfin sous
une forme plus parfaite 8 MM. Debye, Born et von Karman
de faire une théorie satisfaisante des chaleurs spécifiques des
solides et d’expliquer pourquoi la loi de Dulong et Petit
sanctionnée par la statistique classique comporte d’impor-
tantes exceptions et n’est, tout comme la loi de Rayleigh,
qu’une forme limite valable dans un certain domaine.

Les quanta pénétrérent aussi dans une science ol on ne
les eut guére attendus : la théorie des gaz. La méthode de
Boltzmann conduit & laisser indéterminée la valeur de la
constante additive figurant dans 'expression de 'entropie.
M. Planck, pour rendre compte du théoréme de Nernst et
obtenir la prévision exacte des constantes chimiques, admit
qu’il fallait faire intervenir les quanta et il le fit sous une
forme assez paradoxale en attribuant 4 I'élément d’extension
en phase d'une molécule une grandeur finie égale & A°.

[Jétude de l'effet photoélectrique souleva une nouvelle
énigme. On nomme effet photoélectrique Pexpulsion par la
matiére d’électrons en mouvement sous !'influence d’un
rayonnement. L’expérience montre, fait paradoxal, que
I’énergie des électrons expulsés dépend de la fréquence du
rayonnement excitateur et non de son intensité. M. Einstein,
en 1905, a rendu compte de cet étrange phénoméne en
admettant que la radiation peut étre absorbée uniquement
par quanta Av; dés lors, si I'électron absorbe 'énergie Av et
s’il doit pour sortir de la matiére dépenser un travail w son
énergie cinétique finale sera Av — w. Cette loi s’est trouvée
bien vérifiée. Avec sa profonde intuitron, M. Einstein sentit
qu’il y avait lieu de revenir en quelque maniére & la concep-
tion corpusculaire de la lumiére et émit ’hypothése que
toute radiation de fréquence v est divisée en atomes d’énergie
de valeur Av. Cette hypothése des quanta de lumiére (licht
quanten) en opposition avec tous les faits de 'Optique ondu-
latoire fut jugée trop simpliste et repoussée par la plupart
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des physiciens. Tandis que MM. Lorentz, Jeans et d’autres
lui faisaient de redoutables objections. M. Einstein ripostait
en montrant comment I'étude des fluctuations dans le
rayonnement noir conduisait aussi & la conception d’une
discontinuité de I'énergie radiante. Le congrés international
de physique tenu & Bruxelles en 1911 sous les auspices
de M. Solvay se consacra entiérement a la question des
quanta et c’est 4 la suite de ce congrés qu'Henri Poincaré
publia peu detemps avant sa mort une série d’articles sur les
quanta, montrant la. nécessité d*iccepter les idées de Planck.

En 1913, parut la théorie de l'atome de M. Niels Bohr. Il
admit avec MM. Rutherford et Van Den Broek que 'atome
est formé d'un noyau positif entouré d’un nuage d’électrons,
le noyau portant N charges élémentaires positives 4,77 1071
u. e.s., et le nombre des électrons étant N de sorte que
I'ensemble est neutre. N est le nombre atomique égal au
numéro d’ordre del’élément dans la série périodique de Men-
deleiefl. Pour étre en mesure de prévoir les fréquences opti-
ques en particulier pour I’hydrogéne dont 'atome & un seul
électron est spécialement simple, Bohr fait deux hypothéses :

1° Parmi l'infinité des trajectoires qu'un électron tournant
autour du noyau peut décrire, certaines seulement sont
stables et la condition de stabilité fait intervenir la constante
de Planck. Nous préciserons au chapitre 111 la nature de ces
conditions; 2° Quand un électron intraatomique passe d’une
trajectoire stable & une autre, il y a émission ou absorption
d’un quantum d’énergie de fréquence v. La fréquence émise
ou absorbée v est donc reliée & la variation 3¢ de I’énergie
totale de I'atome par la relation | 8¢ | = Av.

On sait quelle a été la magnifique fortune de la théorie de
Bohr depuis dix ans. Elle a tout de suite permis la prévision
des séries spectrales de 'hydrogeéne et de I'hélium ionisé:
Iétude des spectres des rayons X et la fameuse loi de
Moseley qui relie le nombre atomique aux repéres spectraux
du domaine Réntgen ont étendu considérablement le champ
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de son application. MM. Sommerfeld, Epstein, Schwarzschild,
Bohr lui-méme et d’autres ont perfectionné la théorie, énoncé
des conditions de quantification plus générales, expliqué les
effets Stark et Zeemann, interprété les spectres optiques
dans leurs détails, etc. Mais la- signification profonde des
quanta est restée inconnue. I.’étude de I'effet photoélectrique
des rayons X par M. Maurice-de Broglie, celle de l'effet
photoélectrique des rayons y due & MM. Rutherford et Ellis
ont de plus en plus accentué le caractére corpusculaire de
ces radiations, le quantum d’énergie Av semblant chaque
jour davantage constituer un véritable atome de lumiére.
Mais les objections anciennes contre cette vue subsistaient
et, méme dans le domaine des rayons X, la théorte des ondu-
lations remportait de beaux succés : prévision des phéno-
ménes d’interférence de Laue et des phénomeénes de diffu-
sion (travaux de Debye, de W.-L. Bragg, etc.). Cependant,
tout récemment, la diffusion & son tour a été soumise au
point de vue corpusculaire par M. H.-A. Compton : ses tra-
vaux théoriques et expérimentaux ont montré qu’un électron
diffusant une radiation doit subir une certaine impulsion
comme dans un choc; naturellement 'énergie du quantum
de radiation s’en trouve diminuée et, par suite, la radiation
diffusée présente une fréquence variable suivant la direction
de diffusion et plus faible que la fréquence de la radiation
incidente.

Bref, le moment semblait venu de tenter un effort dans le
but d’unifier les points de vue corpusculaire et ondulatoire
et d’approfondir un peu le sens véritable des quanta. C'est
ce que nous avons fait récemment et la présente thése a pour
principal objet de présenter un exposé plus complet des idées
nouvelles que nous avons proposées, des succés auxquels
elles nous ont conduit et aussi des trés nombreuses lacunes
qu’elles contiennent (%).

(1) Citons ici quelques ouvrages ou sont traitées des questions
relatives aux quanta :

11
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CHAPITRE PREMIER

L’onde de phase.

I. — LA RELATION DU QUANTUM ET LA RELATIVITE

Une des plus importantes conceptions nouvelles intro-
duites par la Relativité est celle de linertie de ’énergie.
D’apres Einstein, I'énergie doit étre considérée comme ayant
de la masse et toute masse représente de l'énergie. La
masse et I'énergie sont toujours reliées 'une & l'autre par
la relation générale :

énergie — masse c?

¢ étant la constante dite « vitesse de la lumiére » mais que
nous préférons nommer « vitesse limite de l'énergie » pour

J. Pernin, Les atomes, Alcan, 1913.

H. Poixcarg, Derniéres pensées, Flammarion, 1913.

E. Baurr, Recherches sur le rayonnement, 7hése de doctorat,
1912,

La théorie du rayonnement et les quanta (1¢r Congrés Solvay,
1911), publiée par P. LangeviN et M. pE BroGLIE:

M Puanck, Theorie der Wirmestrahlung, J.-A. Barth, Leipzig,
1921 (4° édit.).

L. Brirouwn, La théorie des quanta et alome de Bohr (Conf.
rapports), 1g21.

F. Rewcue, Die quantentheorte, J. Springer,-Berlin, 1921.

A. SoMMERFELD, La constitulion de latome et les raies spec-
trales. Trad. BeLLenoTt, A. Blanchard, 1923.

A. Lanog, Vorschritte der quantentheorie, F. Steinhopff, Dresde,
1922,

Atomes et électrons (3¢ Congrés Solvay), Gauthier-Villars,
1923.
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des raisons exposées plus loin. Puisqu’il y a toujours pro-
portionnalité contre la masse et I’énergie, on doit considérer
matiére et énergie comme deux termes synonymes désignant
la méme réalité physique.

La théorie atomique d’abord, la théorie électronique
ensuite nous ont appris 4 considérer la matiére comme
essentiellement discontinue et cela nous conduit & admettre
que toutes les férmes de ’énergie, contrairement aux idées
anciennes sur la lumiére, sont sinon entiérement concentrées
en de petites portions de 1 espace, tout au moins condensées
autour de certains points singuliers.

Le principe de l'inertie de I’énergie attribue & un corps
dont la masse propre (c¢’est-a-dire mesurée par un observa-
teur qui lui est 1ié) est m, une énergie propre m,c?. Si le
corps est en mouvement uniforme avec une vitesse v = Pc
par rapport & un observateur que nous nmommerons pour
simplifier 'observateur fixe, sa masse aura pour celui-ci la

m, , . , .
valeur —— conformément & un résultat bien connu de

=
la Dynamique Relativiste et, par suite, son énergie sera
M Comme I'énergie cinétique peut étre définie 'aug-
Vi—pe

mentation qu’éprouve 'énergie d'un corps pour l'chserva-
teur fixe quand il passe du repos & la vitesse v = fc, on
trouve pour sa valeur I'expression suivante :

1
= —=—In062:m002 —_—— — 1
Vi—p?

qui naturellement pour les faibles valeurs de B conduit & la
forme classique :

1
Ecin = 5 myv?

Ceci rappelé, cherchons sous quelle forme nous pouvons
faire intervenir les quanta dans la dynamique de la Relati-
vité. Il nous semble que l'idée fondamentale de la théorie

13
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des quanta soit I'impossibilité d’eavisager une quantité iso-
1ée d’énergie sans y associer une certaine fréquence. Cette

liaison s’exprime par ce que j’appellerai la relation du quan-
tum :

énergie — h X fréquence

4 constante de Planck.

Le développement progressif de la théorie des quanta a
mis plusieurs fois en vedette l'action mécanique et on a
.cherché bien des fois 4 donner de la relation du quantum un
énoncé faisant intervenir l'action au lieu de I’énergie. Assu-
Trément, la constante & a les dimensions d’une action savoir
ML2T- et cela n’est pas dd au hasard puisque la théorie de
Relativité nous apprend a classer I'action parmi les princi-
paux « invariants » de la Physique. Mais 'action est une
grandeur d’'un caractére trés abstrait et, 4 la suite de nom-
breuses méditations sur les quanta de lumiére et 1’effet pho-
toélectrique, nous avons ét¢ ramenés & prendre pour base
I'énoncé énergétique, quitte ensuite a4 chercher pourquoi
Yaction joue un si grand rdle dans nombre de questions.

La relation du quantum n'aurait sans doute pas heaucoup
de sens si I'énergie pouvait étre distribuée d’une fagon con-
tinue dans I'espace, mais nous venons de voir qu'il n’en est
sans doute pas ainsi. On peut donc concevoir que par suite
d’une grande loi de la Nature, & chaque morceau d’¢nergie
de masse propre m, soit lié un phénomene périodique de
fréquence v, telle que P'on ait :

b — 2
sy = myc

v, étant mesurée, bien entendu, dans le systente hié au
morceau d’énergie. Cette hypotheése est la base de notre sys-
teme : elle vaut, comme toutes les hypothéses, ce que valent
les conséquences qu’on en peut déduire.

Devons-nous supposer le phénoméne périodique localisé &

intérieur du morceau d’énergie? Cela n’est nullement
Ann. de Phys., 10¢ série, t. 11l (Janvier-Février 1925) 3
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nécessaire et il résultera du paragraphe III qu’il est sans
doute répandu dans une portion étendue de I'espace. D’ail-
leurs que faudrait-il entendre par intérieur d’'un morceau
d’énergie ? L’électron est pour nous le type du morceau isolé
d’énergie, celui que nous croyons, peut-étre a tort, le mieux
connaitre; or d’aprés les conceptions regues, 'énergie de
Pélectron est répandue dans tout I'espace avec une trés forte
condensation dans une région de triés petites dimensions
dont les propriétés nous sont d’ailleurs fort mal connues. Ce
qui caractérise 1’électron comme atome d’énergie, ce n’est
pas la petite place qu’il occupe dans I'espace, je répéte qu’il
Poccupe tout entier, c’est le fait qu’il est insécable, non sub-
divisible, qu'il forme une unité (V).

Ayvant admis l'existence d'une fréquence liée au morceau
d’énergie, cherchons comment cette fréquence se manifeste
& Pebservateur fixe dont il fut question plus haut. La trans-
formation du temps dé Lorentz Einstein nous apprend qu'un
phénomeéne périodique lié au corps en mouvement apparait
ralenti & Uobservateur fixe dans le rapport de 1 & V1 — 2.
c’est le fameux ralentissement des horloges. Donc la fré-
quence observée par 'observateur fixe sera

Mec?
h vi—p

f

vy = v, \fT:p_z

[Yautre part, comme l'énergie du mobile pour le méme
) . L mye? e
observateur est égale & —2—— , la fréquence correspon-
: viee
I . 1 myc?
dante d’apres la relation du quantum est v —— —“_0—"_?"
Vi —g*

Les deux fréquences v, et v sont essentiellement différentes
puisque le facteur vi — 32 n'y figure pas de la méme facon.
Ity a la une difficulté qui m’a longtemps intrigué ; je suis

(!) Au sujet des difficultés qui se présentent lors de Pinterac-
tion de plusieurs centres électrisés, voir plus bas le chapitre 1V.

15
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parvenu i la lever en démontrant le théoréme suivant que
Jappellerai le théoréme de I’harmonie des phases :
« Le phénoméne périodique lié au mobile et dont la fré-

I T na
quence est pour I'observateur fixe égalea v, — W myet 1 — B2

parait & celui-ci constamment en phase avec une onde de fré-

se propageant dans la méme

I
quence v = W m,c?
2

Vie

direction que le mobile avec la vitesse V=-7— . »
r
La démonstration est trés simple. Supposons qu'au temps
t = o, il y ait accord de phase entre le phéuoméne. périodi-
que lié au mobile et 'onde ci-dessus définie. Au temps ¢, le
mobile a franchi depuis V'instant origine une distance égale

a & = PBet et la phase du phénomene périodique a varié de
m‘,’f VT — Bt —;-é— . La phase de la portlion d'onde qui

recouvre le mobile a varié de :

) Bx\ _ myc? 1 (m Bz
c )T h T yr—pE \ B c
mye? —— 2
;’z Vi— 22,

vt =

= p .

Comme nous l'avions annoncé, 'accord des phases per-
siste.

Il est possible de donner de ce théoréme une autre
démonstration identique au fond, mais peut-étre plus frap-
pante. Si {, représente le temps pour un observateur lié au
mobile (temps propre du mobile), la transformation Lorentz

donne :
ly= —\/T__i:é_;- (t ——-Eci>

Le phénoméne périodique que nous imaginons, est repré-
senté pour le méme observateur par une fonction sinusoi-
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dale de vyt,. Pour 'observateur fixe, il est représenté par la

. . . x
méme fonction sinusoidale de v, ——— <t _ 8 > fonc-
yi—g ¢

0

tion qui représente une onde de fréquence se pro~

I

[52

£ dans la méme direction que le

B

pageant avec la vitesse

mobile.

Il est maintenant indispensable de réfléchir a la nature de
I'onde dont nous venons de concevoir I'existence. Le fait que
£
toujours inférieir a1, sans quoi la masse serait infinie ou
imaginaire), nous montre qu’il ne saurait étre question d’'une
onde transportant de I'énergie. Notre théoréme nous apprend
d’ailleurs qu’elle représente la distribution dans I'espace des
phases d’un phénomeéne ; c’est une « onde de phase ».

sa vitesse V= __ soit nécessairement supérieure & ¢ (B étant

Pour bien préciser ce dernier point, nous allons exposer
une comparaison mécanique un peu grossiére, mais qui
parle 4 'imagination. Supposons un plateau horizontal cir-
culaire de trés grand rayon; & ce plateau, sont suspendus
des systémes identiques formés d’un ressort spiral auquel
est accroché un poids. Le nombre des systémes ainsi sus-
pendus par unité de surface du plateau, leur densité, va en
diminuant teés rapidement quand on s’éloigne du centre du
plateau de telle sorte qu’il ¥y a condensalion des systémes
autour de ce centre. Tous les systémes ressorts-poids étant
identiques ont tous méme période ; faisons-les osciller avec
la méme amplitude et la méme phase. La surface passant
par les centres de gravité de tous les poids sera un plan qui
montera et descendra d’'un mouvement alternatif. L’ensem-
ble ainsi obtenu présente une trés grossiére analogie avec le
morceau isolé d’énergie tel que nous le concevons.

La description que nous venons de faire convient & un
observateur 1ié au plateau. Si un autre observateur voit le
plateau se déplacer d'un mouvement de translation uniforme

17
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avec la vitesse v = P¢, chaque poids lui paraitra une petite
horloge subissant le ralentissement d’Einstein; de plus, le
plateau et la distribution des systémes oscillants ne seront
plus isotropes autour du centre en raison de la contraction
de Lorentz. Mais le fait fondamental pour nous (le 3¢ para-
graphe nous le fera mieux comprendre), c’est le déphasage
des. mouvements des différents poids. Si, & un moment
donné de son temps, notre observateur fixe considére le heu
géométrique des centres de gravité des divers poids, il
obtient une surface cylindrique dans le sens horizontal dont
les sections verticales paralléles & la vitesse du platean sont
des sinusoides. Elle correspond dans le cas particulier envi-
sagé 4 notre onde de phase; d’aprés le théoréme général,

cette surface est animée d’une vitesse % paralléle a celle du

plateau et la fréquence de vibration d’un point d’abscisse fixe
qui repose constamment sur elle est égale & la fréquence

propre d’oscillation des ressorts multipliée par -

im®

‘On voit nettement sur cet exemple (et c’est notre excuse d'y

avoir si longuement insisté) comment 'onde de phase cor-
respond au transport de la phase et aucunement & celui de
Pénergie.

Les résultats précédents nous semblent étre d’une extréme
importance parce qu'a l'aide d’une hypothése fortement sug-
gérée par la notion méme de quantum, ils établissent un
lien entre le mouvement d’un mobile et la propagation d’une
onde et laissent ainsi entrevoir la possibilité d’'une synthése
des théories antagonistes sur la nature des radiations. Déja,
nous pouvons noter que la propagation rectiligne de I'onde
de phase est liée au mouvement rectiligne du mobile; le
principe de Fermat appliqué a I'onde de phase détermine la
forme de ces rayons qui sont des droites tandis que le prin-
cipe de Maupertuis appliqué au mobile détermine sa trajec-
toire rectiligne qui est 'un des rayons de l'onde. Au cha-
pitre II, nous tenterons de généraliser cette coincidence.
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II. — VITESSE DE PHASE ET VITESSE DE GROUPE

Il nous faut maintenant démontrer une relation impor-
tante existant entre la vitesse du mobile et celle de 'onde de
phase. Si des ondes de fréquences trés voisines se propagent
dans une méme direction Ox avec des vitesses V que nous
appellerons vitesses de propagation de la phase, ces ondes
donneront par leur supernosition des phénoménes de batte-
ment si la vitesse V varie avec la fréquence v. Ces phénomeé-
nes ont été étudiés notamment par lord Rayleigh dans le
cas des milieux dispersifs.

Considérons deux oundes de fréquences voisines v et

A%
.
position se traduit analytiquement par I’équation suivante
obtenue en négligeant au second nombre 3v devant v:

v =v + &v el de vitesses V et V'=V 4

v; leur super-

T . Vi
’V + o) + sin 2r (6 —

' + o)

sin 2x(vf —

:2sinzvr(w‘—u;\jf3 +~4a>

N
8 d(‘v’\ Iy
CcOS 27 [-—2— t——x.—T/.T -+ 1[/]

Nous avons donc une onde résultante sinusoidale dont
l"amplitude est modulée a la fréquence 8v car le signe du
cosinus importe peu. G'est la un résultat bien connu. Si 'on
désigne par U la vitesse de propagation du battement, ou
vitesse du groupe d’ondes, on trouve :

v
. _ (1 <—‘7>
U - dv
Revenons aux ondes de phase. Si l'on attribue au mobile

une vitesse v = p¢ en ne donnant pas 4 3 une valeur tout a
fait déterminée, mais en lui imposant seulement d’étre com-

19
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prise entre P et B + 88; les fréquences des ondes correspon-
dantes remplissent un petit intervalle v, v + 3v.

Nous allons établir le théoréme suivant qui nous sera utile
ultérieurement. « La vitesse du groupe des ondes de phase
est égale 4 la vitesse du mobile ». En effet, cette vitesse de
groupe est déterminée par la formule donnée ci-dessus dans
laquelle V et v peuvent étre considérés comme fonction de £
puisque 'on a :

;=2 y= L e
V = 7 v = A \,1_324
On peut écrire :
dv
U= —d'By
(%)
dp
Or
dv m,c? 8
db h 3
(1 —8)?
() _me (=)
d\V mye vi— 2 — M I
) dp h 3
(r—p2) *
Done :
U=208c=nuo

La vitesse de groupe des ondes de phase est bien égale a
la vitesse du mobile. Ce résultat appelle une remarque :
dans la théorie ondulatoire de la dispersion, si on excepte
les zones d’absorption, la vitesse de I'énergie est égale a la
vitesse de groupe (!). Ici, bien que placés & un point de vue

(1) Voir par exemple LEon BriLLouiN. La théorie des quanta ef
Latome de Bohr, chapitre 1.
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bien différent, nous retrouvons un résultat analogue, car la
vitesse du mobile n’est pas autre chose que la vitesse du
déplacement de I'énergie.

III. — L’ONDE DE PHASE DANS L ESPACE-TEMPS

Minkowski a montré le premier qu’on obtenait une repré-
sentation géométrique simple des relations de I'espace et du
temps introduites par Einstein en considérant une multipli-

1

ty o,
tg w,=
Fig. 1.

cité euclidienne & 4 dimensions dite Univers ou Espace~
temps. Pour cela il prenait 3 axes de coordonnées rectangu-
laires d’espace et un quatriéme axe normal aux 3 premiers
sur lequel étaient portés les temps multipliés par ¢y 7.
On porte plus volontiers aujourd’hui sur le quatriéme axe-
la quantité réelle ct, mais alors les plans passant par cet axe:
et normaux & I'espace ont une géométrie pseudo euclidienne
hyperbolique dont I'invariant fondamental est c2di® — dx?
—dy?* — ds*.

Considérons donc Yespace-temps rapporté aux 4 axes rec-
tangulaires de P'observateur dit « fixe ». Nous prendrons
pour axe des x la trajectoire rectiligne du mobile et nous:

21
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représenterons sur notre papier le plan ofx contenant l'axe
du temps et la dite trajectoire. Dans ces conditions, la ligne
d’Univers du mobile est figurée par une droite inclinée de
moins de 45° sur Paxe du temps; cette ligne est d’ailleurs
I'axe du temps pour 'observateur lié au mobile. Nous repré-
sentons sur notre figure les 2 axes du temps se coupant &
lorigine, ce qui ne restreint pas la généralité.

Si la vitesse du mobile pour l'observateur fixe est B¢, la
pente de O¢' a pour valeur -é— . La droite ox', trace sur le

plan tox de V’espace de 'observateur entrainé au temps O,
est symétrique de O¢ par rapport & la bissectrice OD ; il est
facile de le démontrer analytiquement au moyen de la trans-
formation de Lorentz, mais cela résulte immédiatement du
fait que la vitesse-limite de 1’énergie ¢ a la méme valeur
pour tous les systémes de référence. La pente de Ox’ est
donc B. Si 'espace entourant le mobile est le siége d’un
phénomeéne périodique, I'état de lespace redeviendra le
méme pour l'observateur entrainé chaque fois que se sera

écoulé un temps —2_- OA = %- AB égal 4 la période propre

T — ! h
0 F = s
Yo myc

du phénoméne.

Les droites paralléles & oz’ sont donc les traces de ces
« espaces équiphases » de 'observateur entrainé sur le plan
aol. Les points.... @', 0, a... représentent en projection leurs
intersections avec I'espace de 'observateur fixe & I'instant O ;
ces intersections de 2 espaces & 3 dimensions sont des sur-
faces & 2 dimensions et méme des plans parce que tous les
espaces ici considérés sont euclidiens. Lorsque le temps
s’écoule pour 'observateur fixe, la section de I'espace-temps
qui, pour lui, est Pespace, est représentée par une droite
paralléle & ox se déplagant d’un mouvement uniforme vers
les ¢ croissants. On voit facilement que les plans équipha-
ses... a', 0, a... se déplacent dans l'espace de I'observateur
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. c i .
fixe avec une vitesse —- . En effet, si la ligne ox, de la figure
2

f
représente 'espace de 'observateur fixe au temps {=1, on a
ZZ:O;.: c. La phase qui pour ¢ = O, se trouvait en a, sc
trouve maintenant en a.; pour l'observateur fixe, elle s’est
donc déplacée dans son espace de la longueur a,a, dans le
sens ox pendant 1'unité de temps. On peut donc dire que sa
vitesse est :

N C
V=a,a, = aq, cotg (xox') = —
ct’
ct 2
1
ey
C tgCAB= p
N 1 -
tg CDB = [

ol

Fig. 2.

L’ensemble des plans équiphases constitue ce que nous avons
nommé 'onde de phase.

Reste 4 examiner la question des fréquences. Refaisons
une petite figure simplifiée.

Les droites 1 et 2 représentent deux espaces équiphases

successifs de lobservateur lié. AB est, avons-nous dit, égal

A ¢ fois la période propre T, = v
AC projection de AB sur 'axe Ot est égal &

1

CTichom

23
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Ceci résulte d’'une simple application des relations trigono-
métriques ; toutefois, nous remarquerons qu’en .appliquant
la trigonométrie A des . figures du plan xot, il faut toujours
avoir présent a L'esprit I'anisotropie particuliére & ce plan.
Le triangle ABC nous donne :

B =K(':2—_E?=7\_2(1— tg? C/A\B)
="AC (1 —p2)
— AB
C= ——
Vi— g2 c.q.f. d.

La fréquence -T[— est celle que le phénomeéne périodique
1
parait avoir pour Uobservateur fixe qui le suit des yeux dans

son déplacement. C’est :

— 2
=y V1 — Bt = Mo¢ Vi g2.

h

La période des ondes en un point de ’espace pour V'obser-

vateur fixe est donnée non par —Ic— AC, mais par—i—?\_D-. Cal-
culons-lj.

Dans le petit triangle BCD, on trouve la relation

Sk

:-é- d’ou DC = BTB = B*AC

l

Mais AD = AC — DC =AC (1 — £2). La nouvelle période T
est donc égale & :

T:;—E(I-——QQ):TO Vi —p?

et-la fréquence v des ondes s’exprime par_:

1 ) _ myc?

T 7 Jyr—f ki —p

v =

Nous retrouvons done bien tous les résultats obtenus ana-

24
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lytiquement dans le 1¢r paragraphe, mais maintenant nous
voyons mieux comment ils se relient & la conception géné~
rale de Pespace-temps et pourquoi le déphasage des mouve-
ments périodiques ayant lieu en des points différents de
Vespace dépend de la fagon dont est définie la simultanéité
par la théorie de Relativité.

CHAPITRE HII

Principe de Maupertuis et principe de Fermat.
I. — Bur DE CE CHAPITRE

Nous voulons dans ce chapitre ticher de généraliser les
résultats du chapitre premier pour le cas d’un mobile dontle
mouvement n’est pas rectiligne et uniforme. Le mouvement
varié suppose l'existence d’'un champ de force auquel le
mobile est soumis. Dans 1'état actuel de nos connaissances il
semble y avoir seulement deux sortes de champs :'les champs
de gravitation et les champs électromagnétiques. La théorie
de Relativité généralisée interpréte le champ de gravitation
comme dit 4 une courbure de l'espace-temps. Dans la pré-
sente thése, nous laisserons systématiquement de coté tout
ce qui concerne la gravitation, quitte & y revenir dans un
autre travail. Pour nous donc, en ce moment, un champ de
force sera un champ électromagnétique et la dynamique du
mouvement varié sera I'étude du mouvement d’un corps por-
tant une charge électrique dans un champ électromagnétique.

Nous devons nous attendre a rencontrer dans ce chapitre
d’assez grandes difficultés parce que la théorie de Relativité,
guide trés sir quand il s’agit de mouvements uniformes, est.
encore assez hésitante dans ses conclusions sur le mouve-
ment non uniforme. Lors du récent séjour de M. Einstein &
Paris, M. Painlevé a soulevé contre la Relativité d’amusantes
objections ; M. Langevin a pu les écarter sans peine parce
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qu’elles faisaient toutes intervenir des accélérations alors que
la transformation de Lorentz-Einstein ne s’applique qu’aux
mouvements uniformes. Les arguments de l'illustre mathé-
maticien ont cependant prouvé une fois de plus que appli-
cation des idées Einsteiniennes devient trés délicate deés
I'instant ou ’on a affaire & des accélérations et, en cela, ils
sont trés instractifs. La méthode qui nous a permis 'étude
de 'onde de phase au chapitre premier ne va plus ici nous
&tre d’aucun secours.

L’onde de phase qui accompagne le mouvement d’un
mobile, si toutefois on admet nos conceptions, a des pro-
priétés qui dépendent de la nature de ce mobile puisque sa
fréquence, par exemple, est déterminée par I'énergie totale.
1t semble donc naturel de supposer que, si un champ de
force agit sur le mouvement d’un mobile, il agira aussi sur
la propagation de son onde de phase. Guidé par I'idée d’une
identité profonde du principe de la moindre action et de
celui de Fermat, j’ai été conduit dés le début de mes recher-
ches sur ce sujet @ admettre que pour une valeur donnée de
I'énergie totale du mobile et par suide de la fréquence de
son onde de phase, les trajectoires dynamiquement possibles
de T'un coincidaient avec les rayons possibles de 'autre. Cela
m’a conduit & un résultat fort satisfaisant qui sera exposé au
chapitre 111, savoir l'interprétation des conditions de stabi-
lité intraatomique établies par Bohr. Malheureusement, il
fallait des hypothéses assez arbitraires sur la valeur des
vitesses de propagations V de I'onde de phase en chaque
point du champ. Nous allons, au contraire, nous servir ici
d’'une méthode qui nous semble beaucoup plus géucrale et
plus satisfaisante. Nous étudierons d’une part le principe
mécanique de la moindre action sous ses formes Hamilto-
nienne et Maupertuisienne dans la dynamique classique et
dans celle de la Relativité et d’autre part 4 un point de vue
trés général, Ja propagation des ondes et le principe de

Iy

Fermat. Nous serons alors amené 4 concevoir une synthése
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de ces deux études, synthése sur laquelle on peut discuter
mais dont I'élégance théorique est incontestable. Nous obtien-
drons du méme coup la solution du probléme posé.

II. — LES DEUX PRINCIPES DE MOINDRE ACTION
DANS LA DYNAMIQUE CLASSIQUE

Dans la dynamique classique, le principe de moindre
action sous sa forme Hamiltonienne s’énonce de la fagon sui-
vante :

« Les équations de la dynamique peuvent se déduire du

fait que lintégrale J:g 4dt prise entre les limites fixes du
1

temps pour des valeurs initiales et finales données des para-
meétres ¢; qui déterminent I’état du systéme, a une valeur
stationnaire ». Par définition, £ est appelée la fonction de

Lagrange et supposée dépendre des variables ¢; et ¢; = dqi

dt =
3ftzf£dl = o.
4]

On en déduit par une méthode connue du calcul des varia-
tions les équations dites de Lagrange :

d 2% ¢
@ (5) =%

en nombre égal & celui des variables ¢i.

On a donc :

Reste & définir la fonction €. La dynamique classique
pose :
€ = Ecin — Epot

différence des énergies cinétique et potentielle. Nous verrons
plus loin que la dynamique relativiste emploie une valeur
différente de «.

Passons maintenant 4 la forme Maupertuisienne du prin-
cipe de moindre action. Pour cela, remarquons d’abord que
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les équations de Lagrange sous la forme générale donnée
plus haut, admettent une intégrale premiére dite « énergie
du systéme » et égale & :
e
W= —-9+2—gqi
i 2qi

4 condition toutefois que la fonction € ne dépende pas expli-
citement du temps, ce que nous supposerons toujours dans
la suite. On a en effet alors :

dW 29 . RE N 28 . d 393) .
—_— =% —qi—32—qi+—qgi+—5 | — i
dt i angl i dqi 7 idqi 7 i dt 3q,‘/ 7

. d [ 2%
=qgi|l—(—F7)——
i dt 2qi 2qi

quantité nulle d’aprés les équations de Lagrange. Deonc :

W = Cte,

Appliquons maintenant le prircipe Hamiltonien & toutes
les trajectoires « variées » qui conduisent de I’état initial
donné A a I'état final donné B et qui correspondent & une

valeur déterminée de I'énergie W. On peut écrire puisque
W, ¢, et £, sont constants :

2 ta . o
aj;l gd::o‘j; (€+ Wydi=o

ou bien encore :

~tr ‘B¢
) / S qidt=2¢ / S— dgi=o
T 1 0gi Ja 10

b

la derniére intégrale étant étendue & toutes les valeurs des
qi comprises entre celles qui définissent les états A et B de
sorte que le temps se trouve éliminé; il n’y a donc plus
lieu dans la nouvelle forme obtenue d’imposer aucune res-
triction relative aux limites du temps. Par contre, les trajec-
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toires variées doivent toutes correspondre 4 une méme
valeur W de I'énergie.

Posons suivant la notation classique des équations cano-
. oL N
niques : p; — ——. Les p; sont lés moments conjugués des
°qi
variables ¢;. Le principe Maupertuisien s’écrit :

B
) j‘; ii}p,'dqi: o

dans la dynamique classique ot € = E¢in — Epot, Ep it est
indépendant des q'i et Ecin en est une fonction quadratique
homogéne. En vertu du théoréme d’Euler :

Epidqi = pigidt = 2Ecindl.
t l

Pour le point matériel, Ecin =— -;- mo® et le principe de

moindre action prend sa forme la plus anciennement connue :

aff modl = o

dl, élément de trajectoire.

III. — LES DEUX PRINCIPES DE MOINDRE ACTION
DANS LA DYNAMIQUE DE L’ELECTRON

Nous allons maintenant reprendre la question pour la
dynamique de I'électron au point de vue relativiste. Il faut
prendre ici le mot « électron » dans le sens général de
point matériel portant une charge électrique. Nous suppo-
serons que l'électron placé en dehors de tout champ pos-
séde une masse propre m, ; sa charge électrique est désignée
par e.

Nous allons de nouveau considérer l'espace-temps; les
coordonnées d'espace seront appelées x!, x? et 2%, la coor-
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Jonnée ¢t sera . L'invariant fondamental « élément de lon-
gueur » est défini par :

ds = y(dx*)? — (dx')? — (dx?)® — (d?)2.

Dans ce paragraphe et dans le suivant, nous emploierons
<constamment certaines notations du calcul tensoriel.

Une ligne d'Univers a en chaque point une tangente
définie en direction par le vecteur « vitesse d’Univers » de

longueur unité dont les composantes contrevariantes sont
données par la relation :

dxi

ui:W (¢t =1,$2,3,4).

On vérifie de suite que Fon a : uly; = 1.
Soit un mobile décrivant la ligne d’Univers; quand il
passe au point considéré, il posséde une vitesse v = fc de

composantes vzvyvs. Les composantes de la vitesse d’Uni-
vers sont :

. 12 12
y=—u = Uo—= — == — ——
cyr—p2 cyi—p2
12 I
u3:«—u3:_.__._.i_;__. llf,———'ll”:—:
. fo 2
cyi— [ vi—p2

Pour définir un champ ¢lectromagnétique, nous devons
introduire un second vecteur d Univers dont les composantes

->
s'expriment en fonction du potentiel vecteur a et du poten—
tiel scalaire W par les relations :

&

Considérons maintenant deux points P et Q de l'espace
temps correspondant a des valeurs données des coordonnées
d’espace et du temps. Nous pouvons envisager une intégrale

curviligne prise lelong d'une ligne d’Univers allantde P 4Q;
Ann. de Phys., 10° série, t. Il (Janvier-Février 1925) 4
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naturellement la fonction & intégrer doit étre invariante.
Soit :

/;Q (— myc — epiui)ds = ij (— mocui — epi)uids

cette intégrale. Le principe de Hamilton affirme que si la
ligne d’Univers d’'un mobile passe par P et Q, elle a une
forme telle que Vintégrale ci-dessus définie ait une valeur
stationnaire.

Définissons un troisiéme vecteur d’Univers par la relation =

Ji = mycu; -+ evi (i=1,2,3,4)

I’énoncé de moindre action devient :
Q ~ 2 .
g j;) (J1dxt + Jadac? + Jydacd + Jdat) = ¢ j}; Jidxi =o.

Nous donnerons un peu plus loin un sens physique au vec-
teur d’univers J.

Pour l'instant, revenons 4 la forme usuelle des équations
dynamiques en remplagant dans la premiére forme de I'inté-

grale d’action ds par cdt y/1 — (2. Nous obtenons ainsi :

¢ _
4 j;g [— myc? V1 — B2 — eco, — e(910, + pavy + p3vz)Jdt = o

1, et t, correspondant aux points P et Q de I'espace temps.

S'll existe un champ purement électrostatique, les quan-
tités ¢,9,%, sont nulles et la fonction de Lagrange prend la
forme souvent utilisée :

€ = — myc? Vi— B2 —ev.
Dans tous les cas, le principe de Hamilton ayant toujours
£ . . ,
la forme 3§ f ' Rt = 0, on est toujours conduit aux équa-
t

tions de Lagrange :

hY4 ¢
%‘ _ :—.—‘»(l.:ls?sg)‘
« 2qi d2qi
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Dans tous les cas ou les potentiels ne dépendent pas du
temps on retrouve la conservation de I'énergie :
hi(
W =—%+3pigi =Cte pi=— i=1,2,3.
i dqi
En suivant exactement la méme marche que plus haut, on
obtient le principe de Maupertuis :

B .
) j:& Ipidgi =0

A et B étant les deux points de Vespace qui correspondent
pour le systétmé de référence employé aux points P et Q de
Pespace-temps.

Les quantités p,p,p, égales aux dérivées partielles de la
fonction € par rapport aux vitesses correspondantes peuvent

servir & définir un vec!;eur—; que nous nommerons le « vec-
teur moment ». S'il 0’y a pas de champ magnétique (qu’il y
ait ou non un champ électrique), les composantes rectangu-
laires de ce vecteur sont :

MmyDy py = myby, pe= myv,
Vi—p* T Vi—ge T i

1l est donc identique & la quantité de mouvement et I'inté-
grale d’action Maupertuisienne a la forme simple proposée
par Maupertuis lui-méme avec cette seule différence que la
masse varie maintenant avec la vitesse suivant la loi de
Lorentz.

S’il y a un champ magnétique, on trouve pour les compo-
santes du vecteur moment les expressions :

myv,
Px = —=——

movy me,
= = -+ ea, M,:-——-{—ea,, pz:—;——_;——_;—i—eaz.
\[l——ﬁz \/1_@2 VI—?"
->
It n’y aplus identité entre le vecteur p et la quantité de
mouvement ; par suite, I'expression de lintégrale d’action
en devient plus compliquée.
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Considérons un mobile placé dans un champ et dont
Pénergie totale est donnée; en tout point du champ, que le
mobile peut atteindre, sa vitesse est donnée par I’équation
de I'énergie, mais a priori la direction en peut étre quel-
conque. L’expression de prpy et p: montre que le vecfeur
moment a méme grandeur en un point d’'un champ élec-
trostatique quelle que soil la direction envisagée. Il n’en est
est plus de méme s'il y a un champ magnétique : la gran-

deur du vecteur})> dépend alors de 1'angle entre la direction
choisie et le potentiel vecteur comme on le voit en formant
Pexpression pz? + py? + p:*. Cette remarque nous sera utile
plus loin.

Pour terminer ce paragraphe, nous allons revenir sur le
sens physique du vecteur d’Univers J dont dépend l'inté-
grale Hamiltonienne. Nous l’avons défini par I'expression :

Ji = mqcui + ey; (i=1,2,3,4).
A Taide des valeurs u; et ¢; on trouve :

W
Jy=—pax Jo=—py Jy = —p; J4=-c—.

Les COIIlpOS&I]tES contre-variantes seront :

W=ps S=p, P=p "":’YZ“'

Nous avons donc affaire au célebre vecteur « Impulsion
A’Univers » qui synthétise I'énergie et la quantité de mouve-
ment.

De :

B

0
d L; Jidai = o ({=1,2,3,4)

Y

on peut tirer de suite si J, est constant :

B
¢ / Jidaei = o (i=1,2,3).
oA
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(Vest la maniére la plus condensée de passer de I'un des
énoncés d’action stationnaire a 'autre.

IV. — PROPAGATION DES ONDES; PRINCIPE DE FERMAT

Nous allons étudier la propagation de la phase d’un phé-
nomeéne sinusoidal par une méthode parallele a celle des
deux derniers paragraphes. Pour cela, nous nous placerons
< un point de vue trés général et de nouveau, nous aurons &
envisager L'espace-temps.

Considérons la fonction sin ¢ dans laquelle la différentielle
de ¢ est supposée dépendre des variables z? d'espace et de
temps. Il existe dans l'espace-temps une infinité de lignes
&’Univers le long desquelles la fonction ¢ est constante.

La théorie des ondulations telle qu’elle résulte notamment
des travaux d’Huyghens et de Fresnel, nous apprend &
distinguer parmi ces lignes certaines d’entre elles dont les
projections sur l'espace d’un observateur sont pour lui les
« rayons » au sens usuel de Poptique.

Soient comme précédemment P et Q deux points de
I'espace-temps. S’il passe un rayon d’Univers par ces deux
points, quelle sera la loi qui en déterminera la forme ?

Nous considérerons l'intégrale curviligne / do et nous
e J,
prendrons comme principe déterminant le rayon d’Univers
I’énoncé de forme Hamiltonienne :

3j;Qd§o:0.

L’intégrale doit, en effet, étre stationnaire, sans quoi, des
perturbations ayant quitté en concordance de phase un cer-
tain point de 'espace et se croisant en un autre point aprés
avoir suivi des chemins légérement différents, y présente~
raient des phases différentes.
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La phase ¢ est un ivariant; si donc nous posons :
dyp = 27 (0ydx! 4+ Osda? + Oydx? 4 O dat) = 2rOidact

les quantités O; généralement fonctions des x! seront les
composantes covariantes d'un vecteur d’Univers, le vecteur
Onde d’Univers. Si [ est la direction du rayon au sens ordi-
naire, on est amené d’habitude & envisager pour le do la
forme :

dy = 27 <vdt __\“7 dl)

v est appelée fréquence et V vitesse de propagation. On
peut poser alors :

Oy =— {—,— cos (¢, I), Os=— % cos (y, &),

v v

0; = — 7 ¢os (£, 1), O, =—.

Le vecteur Onde d’Univers se décompose donc en une
composante de temps proportionnelle &4 la fréquence et en
un vecteur d’espace K porté sur la direction de propagation
et ayant pour longueur-%. Nous Pappellerons le vecteur
« nombre d’'ondes » parce qu’il est égal a4 l'inverse de la

longueur d’onde. Si la fréquence v est constante, nous
sommes conduit & passer de la forme Hamiltonienne :

) f e Oidxi = o
p
4 la forme Maupertuisienne :
B
J /; Oydx! 4+ Osda? + Oszda® = o

ou A et B sont les points de I'espace correspondant a P et ().
En remplagant O,, O, et O, par leurs valeurs, il vient :

d /;Bw\irl::o.
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Cet énoncé Maupertuisien constitue le principe de Fermat.

De méme qu’au paragraphe précédent il suffisait pour
trouver la trajectoire qu'un mobile d’énergie totale donnée
passant par deux points donnés de connaitre la répartition

«ans le champ du vecteur -;, de méme ici pour trouver le
rayon d'une onde de fréquence connue passant par deux
points donnés, il suffit de connaitre la répartition dans
Y’espace du vecteur nombre d’onde qui détermine en chaque
point et pour chaque direction la vitesse de propagation.

V. — EXTENSION DE LA RELATION DU QUANTUM

Nous sommes parvenus au point culminant de ce chapitre.
Nous avions posé dés son début la question suivante
« Quand un mobile se déplace dans un champ de force d’un
mouvement varié, comment se propage son onde de phase ? »
Au lieu de chercher par tAtonnements, comme je I'avais fait
d’abord, a déterminer la vitesse de propagation en chaque
point et pour chaque direction, je vais faire une e:gtension
de la relation du quantum un peu hypothétique peut-étre
mais dont I'accord profond avec 'esprit de la théorie de
Relativité est indiscutable.

Nous avons été constamment amenés & poser Av=—w,
w étant I'énergie totale du mobile et v la fréquence de son
onde de phase. D’autre part, les paragraphes précédents
nous ont appris & définir deux vecteurs d’Univers J et O
qui jouent des rdles parfaitement symétriques dans I'étude
du mouvement d'un mobile et dans celle de la propagation
d’une onde.

En faisant intervenir ces vecteurs, la relation hv—=— 10
s’écrit :

Le fait que deux vecteurs aient une composante égale ne
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prouve pas qu’il en soit de méme pour les autres. Cepen-
dant, par une généralisation tout indiquée nous poserons :

Oi:TJi (l: 1,2, 3,4).
La variation dv relative & une portion infiniment petite de
I'onde de phase a pour valeur :

dy = 2rOidzi = _2,;‘_ Jidxi .
Le principe de Fermat devient donc :
B 3 B 3
) f Jidxi = ¢ f Spidxi = o.
A A {q

Nous arrivons donc a I’énoncé suivant :

« Le principe de Fermat appliqué & 'onde de phase est
identique au prineipe de Maupertuis appliqué au mobile ;
les trajectoires dynamiquement possibles du mobile sont
identiques aux rayons possibles de 'onde. »

Nous pensons que cette idée d'une relation profonde entre
les deux grands principes de I'Optique Géométrique et de la.
Dynamique pourrait étre un guide précieux pour réaliser la
synthése des ondes et des quanta.

L’hypothése de la proportionnalité des vecteurs J et O est
une sorte d’extension de la relation de quantum dont
’énoncé actuel est manifestement insuffisant puisqu’il fait
intervenir I'énergie sans parler de son inséparable compagne
la quantité de mouvement. Le nouvel énoncé est beaucoup
plus satisfaisant parce qu’il s’exprime par I'égalité de deux
vecteurs d’Univers.

VI. — CAs PARTICULIERS ; DISCUSSIONS

Les conceptions générales du paragraphe précédent doivent.
maintenant étre appliquées  des cas particuliers en vue d'en
préciser le sens.
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a) Considérons d’abord le mouvement rectiligne et uni-
forme d’un mobile libre. Les hypothéses faites au début du
chapitre premier noys ont permis, grice au principe de
Relativité restreinte, I'étude compléte de ce cas. Voyons si
nous pouvons retrouver la valeur prévue pour la vitesse de
propagation de I’onde de phase :

c
V= —E’-— .

Ici nous devons poser :

\%% . mgc2
h T RyI — B ’

v =

131 myPle 1 mefe _vdl
hfplqu—Tvﬁz—dl_T-m—t_—__-:wdl_ v’

d’ou V:—;-. Nous avons donné une interprétation de ce

résultat au point de vue de I'espace-temps.
b) Considérons un électron dans un champ électrostatique
(atome de Bohr). Nous devons supposer l'onde de phase

ayant une fréquence v égale au quotient par A de I’énergie
totale du mobile, soit :
myc?

W= —— = hv.
pie

Le champ magnétique étant nul, on aura simplement :

. mgg
Pao———"——"‘\“_g52 5 ete.,
13 1 mPe o
d’ou
mgc?
L —
vV B :—"-(x+———-—e""/‘_’ﬁ2)
myfc 8 myc?
—_— ()
vi—§g2

[+

=5l rwin)=F W
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Ce résultat appelle plusieurs remarques. Au point de vue
physique, il signifie que l'onde de phase de fréquence

v =¥ se propage dans le champ électrostatique avec une

vitesse variable d’un point a l'autre suivant la valeur du
potentiel. La vitesse V dépend en effet de ¢ directement par

. s e J T
le terme (généralement petit devant I'unité) We—“'e‘#- et indi-
rectement par 8 qui se calcule en chaque point en fonction
de Wet §.

R
O o
R e Sy N
N e maeea, P
= imrmecann) e )
. L
[N
Fig. 3.

De plus, on remarquera que V est fonction de la masse et
de la charge du mobile. Ce point peut paraitre étrange, mais
il Pest en réalité moins qu'il ne semble. Considérons un
électron dont le centre G se déplace avec la vitesse v; dans
la conception classique, en un point P dont les coordonnées
dans un systéme lié & 1’électron sont connues, se trouve une
certaine énergie électromagnétique faisant en quelque sorte
partie de I’électron. Supposons qu’aprés avoir traversé une
région R ou régne un champ électromagnétique plus ou
moins complexe, I'électron se trouve animé de la méme
vitesse v mais autrement dirigée.

Le point P du systtme lié & l'électron est venu en P'et
Ton peut dire que l'énergie primitivement en P s’est trans-
portée en P'. Le déplacement de cette énergie, méme sil’on
connaft les champs régnants dans R, ne peut étre calculé
que si la masse et la charge de 'électron sont données. Cette
conclusion indiscutable pourrait un instant paraitre bizarre
parce que nous avons ’habitude invétérée de considérer la
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masse et la charge (ainsi que la quantité de mouvement et
I'énergie) comme des grandeurs liées au centre de I'électron.
De méme pour 'onde de phase qui, selon nous, doit étre
considérée comme une partie constitutive de l’électron, la
propagation dans un champ doit dépendre de la charge et
de la masse.

Souvenons-nous maintenant des résultats obtenus au cha-
pitre précédent dans le cas du mouvement uniforme. Nous
avions alors été amenés & considérer I'onde de phase comme
due aux intersections par l'espace actuel de l'observateur
fixe des espaces passés, présents et futurs de l'observateur
entrainé. Nous pourrions étre tentés ici encore de retrouver
la valeur donnée ci-dessus de V en étudiant les « phases »
successives du mobile et en précisant le déplacement pour
I'observateur fixe des sections par son espace des états éqlii-
phases. Par malheur, on se heurte ici & de trés grosses
difficultés. La Relativité ne nous apprend pas actuelle-
ment comment un observateur entrainé par un mouvement
non uniforme découpe & chaque instant son espace dans
Iespace-temps ; il ne semble pas qu’il y ait beaucoup de
raison pour que cette section soit plane comme dans le mou-
vement uniforme. Mais si cette difficulté était résolue, nous
serions encore dans 'embarras. En effet, un mobile en mou-
vement uniforme doit étre décrit de la méme fagon par
I'observateur qui lui est 1ié, quelle que soit la vitesse du mou-
vement uniforme, par rapport & des axes de référence; cela
résulte du principe que des axes galiléens possédant les uns
par rapport aux autres des mouvements de translation uni-
forme sont équivalents. Si donc notre mobile en mouvement
uniforme est entouré, pour un observateur lié, d'un phéno-
meéne périodique ayant partout méme phase, il doit en étre
de méme pour toutes les vitesses du mouvement uniforme
et c’est ce qui justifie notre méthode du chapitre premier.
Mais si le mouvement n’est pas uniforme, la description du
mobile faite par I'observateur lié peut n'étre plus la méme
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et nous ne savons plus du tout comment il va définir le
phénoméne périodique et s’il lui attribuera méme' phase en
tout point de 'espace.

Peut-&tre pourrait-on renverser le probléme, admettre les.
résultats obtenus dans ce chapitre par des considérations
toutes différentes et chercher 4 en déduire comment la théorie
de Relativité doit envisager ces questicns de mouvement
varié pour parvenir aux mémes conclusions. Nous ne pou-
vons aborder ce difficile probléme.

¢) Prenons le cas général de l'électron dans un champ
électromagnétique. On a encore :

moc?

=W —= — ———
Vi —82

+ ed.

De plus, nous avons montré plus haut qu’il fallait poser :

mgvy,

Vi— p2

Px = + eag, etc.,

az, ay et a; étant les composantes du potentiel vecteur.
Donc :

13 1 mybe e vdl
WPt =4 m‘;dl+7l- audl = <.
On trouve ainsi :
myc?
_ Ji— B2 +oeb ¢ w 1
pu— —_— . ’ -
‘/moﬁcw + ear B W—el 't e-%[-
1 —

G étant la quantité de mouvement et a; la projection du
potentiel vecteur sur la direction /.

Le milieu en chaque point n’est plus isotrope. La vitesse V
varie avec la direction que l'on considére et la vitesse du

Lo T ,
mobile v n’a pas la méme direction que la normale a I'onde

> -> .
de phase définie par le vecteur p = An. Le rayon ne coincide
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plus avec la normale & londe,

conclusion classique de
{'optique des milieux anisotropes.

On peut se demander ce que devient le théoréme sur

I'égalité de la vitesse v = P¢ du mobile et de la vitesse de
groupe des ondes de phase.

Remarquons d’abord que la vitesse V de la phase suivant
le rayon est définie par la relation :

3 dgi
)pmlql =+ Ep, —-— dl —dl,
;"f n’est pas égal él—;;—p parce qu’ici di et p n’ont pas la
méme direction.
Nous pouvons, sans nuire & la généralité, prendre pour
axe des x la direction du mouvement du mobile au point

s 1, . ->
considéré et appeler py la projection du vecteur p sur cette
direction. On a alors I'équation de définition :

v

. 1
= 5 Por

La premitre des équations canoniques fournit I'égalité :
dg oW (lu)

P (h—>

U étant la vitesse de groupe suivant le rayon.
Le résultat du chapitre premier

U’

, § 2, est donc tout & fait
général et découle en somme directement des équations du
premier groupe de Hamilton.
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CHAPITRE 111

Les conditions quantiques de stabilité
des trajectoires.

I. — LES CONDITIONS DE STABILITE DE BOHR-SOMMERFELD

Dans sa théorie de l'atome, M. Bohr a le premier émis
I'idée que, parmi les trajectoires fermées qu'un électron peut
décrire autour d’un centre positif, certaines seules sont sta-
bles, les autres étant irréalisables dans la nature ou tout au
moins si instables qu’il n’y a pas lieu d’en tenir compte. Se
limitant aux trajectoires circulaires mettant en jeu un seul
degré de liberté, M. Bohr énon¢a la condition suivante :
« Seules, sont stables les trajectoires circulaires pour les-
quelles le moment de la quantité de mouvement est un mul-

tiple entier de Eh; , h étant la constante de Planck ». Ceci
s’éerit :
mgwR2 = n L (n entier)
0 2m i

ou encore :

[‘“pede =nh
<0

0 étant I'azimut choisi comme coordonnée ¢ de Lagrange
po le moment correspondant.

MM. Sommerfeld et Wilson, pour étendre cet énoncé aux
cas ou inlerviennent plusieurs degrés de liberté, ont montré
qu’il est généralement possible de choisir des coordon-

nées ¢i, telles que les conditions de quantification des orbi-
tes soient :

§p[(lqi = nih (ni entiers)
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le signe § indiquant une intégrale étendue & toutle domaine

de variation de la coordonnée.

En 1917, M. Einstein a donné a la condition de quantifica-
tion une.forme invariante pour rapport aux changements de
coordonnées (). Nous I'énoncerons pour le cas des trajectoi-
res fermées ; elle est alors ]a suivante :

3
§ 2 pidqi = nh (n entier)
1

I'intégrale étant étendue a toute la longueur de la trajectoire.
On reconnait l'intégrale d'action Maupertuisienne dont le
role devient ainsi capital dans la théorie des quanta. Cette
intégrale ne dépend d’ailleurs pas du choix des coordonnées
d’espace d’aprés une propriété connue qui exprime en somme
le caractére covariant des composantes p; du vecteur moment.
Elle est définie par la méthode classique de Jacobi comme
une intégrale compléte de I'équation aux dérivés par-
tielles :

28 .
H(—a}_f ,qz)::W t=1,2... f.

intégrale compléte qui contient f constantes arbitraires dont
I'une est I'énergie W. S’il y a un seul degré de liberté, la
relation d’Einstein fixe 1’énergie W; s’il yen a plus d’un
(et dans le cas usuel le plus important, celui du mouve-
ment de 1’électron dans le champ intraatomique, ily en a
a priori 3), on obtient seulement une relation entre W,
et le nombre entier n; c’est ce qui arrive pour les ellipses
Képlériennes si on néglige la variation de la masse avec la
vitesse. Mais si le mouvement est quasi-périodique, ce qui
du reste a toujours lieu en raison de la sus-dite variation, il
est possible de trouver des coordonnées qui oscillent entre

(1) Zum quantensatz von Sommerfeld und Epstein (Ber. der
deuatschen. Phys. Ges,, 1917, p. 82).
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pes valeurs limites (librations) et il existe une infinité de
pseudo-périodes égales approximativement & des multiples
entiers des périodes de libration. A la fin de chacune de ces
pseudo-périodes, le mobile est revenu dans un état aussi
voisin que l'on veut de I'état initial. L’équation d'Einstein
appliquée a chacune de ces pseudo-périodes conduit & une
infinité de conditions qui sont compatibles seulement si les
conditions multiples de Sommerfeld sont vérifiées ; celles-ci
étant en nombre égal a celui des degrés de liberté, toutes les
constantes se trouvent fixées et il ne reste plus aucune indé-
termination.

Pour le calcul des intégrales de Sommerfeld, on s’est servi
avec succes de I'équation de Jacobi et du théoréme des rési-
dus ainsi que de la conception des variables angulaires Ces
questions ont fait 'objet de nombreux travaux depuis quel-
ques années et sont résumés dans le beau livre de M. Som-
merfeld Atombau und Spectrallinien (édition francaise,
traduction Bellenot, Blanchard éditeur, 1923). Nous n’y
insisterons pas ici et nous nous bornerons & remarquer
qu’en fin de compte, le probléme de la quantification se
raméne entiérement en principe a la condition d’Einstein
pour les orbites fermées. Si I'on parvient & interpréter cette
condition, on aura du méme coup éclairé toute la question
des traiectoires stables.

II. — INTERPRETATION DE LA CONDITION D EINSTEIN

La notion d’onde de phase va nous permetire de fournir
une explication de la condition d’Einstein. Il résulte des
considérations du chapitre II que la trajectoire du mobile est
un des rayons de son onde de phase, celle-ci doit courir le
long de la trajectoire avec une fréquence constante (puisque
I'énergie totale est constante) et une vitesse variable dont
nous avons appris & calculer la valeur. La propagation est
donc analogue i celle d’'une onde liquide dans un canal
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fermé sur lui-méme et de profondeur variable. Il est physi-
quement évident que, pour avoir un régime stable, la lon-
gueur du canal doit é&tre en résonance avec l'onde; autre-
ment dit, les portions d’onde qui se suivent & une distance
égale 4 un multiple entier de la longueur [ du canal et qui
se trouvent par suite au méme point de celui-ci, doivent étre
en phase. La condition de résonance est { — n) si la lon-

gueur d’onde est constante et gs —;,- dl = n (entier) dans le

cas général.

L’intégrale qui intervient ici est celle du principe de Fer-
mat; or, nous avons montré qu'on dévait la considérer
comme égale a I'intégrale d’action Maupertuisienne divisée
par h. La condition de résonance est donc identique & la
condition de stabilité exigée par la théorie des quanta.

Ce beau résultat dont la démonstration est si immédiate
quand on a admis les idées du précédent chapitre est la meil-
leure justification que nous puissions donner de notre
maniére d'attaquer le probléme des quanta.

Dans le cas particulier des trajectoires circulaires dans
I’atome de Bohr, on obtient m, gs vdl = 27Rmy = nh ou,

puisque 'on a v = ol si © est la vitesse angulaire,
h
mywR2 = n — .
o

C'est bien l& la forme simple primitivement envisagée par
Bohr.

Nous voyons donc bien pourquoi certaines orbites sont
stables, mais nous ignorons encore comment a lieu le pas-
sage d’une orbite stable & une autre. Le régime troublé qui
accompagne ce passage ne pourra étre étudié qu’a laide
d’une théorie électromagnétique convenablement modifiée et
nous ne la possédons pas encore.

Ann. de Phys., 10¢ série, t. Il (Janvier-Février 1925) 5
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III. — CoNDITIONS DE SOMMERFELD POUR LES MOUVEMENTS
QUASI-PERIODIQUES

Je me propose de démontrer que, si la condition de stabi-
lit¢ pour une orbite fermée est gs }?pidqi = nh, les condi-
tions de stabilité pour des mouvements quasi-périodiques
sont nécessairement § pidgt = n;h (n; entier, { = 1, 2, 3).

Les conditions multiples de Sommerfeld seront ainsi rame-
nées elles aussi & la résonance de 'onde de phase.

Nous devons d’abord remarquer que 'électron ayant des
dimensions finies, si, comme nous l'admettons, les condi-
tions de stabilité dépendent des réactions exercées sur lui
par sa propre onde de phase, il doit y avoir accord de phase
entre toutes les portions de 'onde passant & une distance du
centre de I'électron inférieure & une valeur déterminée petite
mais finie de 'ordre par exemple de son rayon (ro—!3 cm.).
Ne pas admettre cette proposition reviendrait & dire : I'élec-
tron est un point géométrique sans dimensions et le rayon
de son onde de phase est une ligne d’épaisseur nulle. Cela
n'est pas physiquement admissible.

Rappelons maintenant une propriété connue des trajectoi-
res quasi-périodiques. Si M est la position du centre du
mobile & un instant donné sur la trajectoire et si 'on trace
de M comme centre une sphére de rayon R arbitrairement
choisi, petit mais fini, il est possible de trouver une infinité
d’intervalles de temps tels qu'ala fin de chacun d’eux le
mobile soit revenu dans la sphére de rayon R. De plus, cha-
cun de ces intervalles de temps ou « périodes approchées »
© pourra satisfaire aux relations :

c=mTy + &g = nyTy + ea = n3T5 + ¢

ouT,, T, et T, sont les périodes de variation (libration) des
coordonnées ¢! ¢ et ¢®. Les quantités ¢; peuvent toujours
étre rendues plus petites qu'une certaine quantité fixée
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d’avance = petite mais finie. Plus v sera choisie petite, plus
sera longue la plus courte des périodes 7.

Supposons que le rayon R soit choisi égal & la distance
maxima d’action de 'onde de phase sur l'électron, distance
définie plus haut. Alors, on pourra appliquer & chaque
période approchée = la condition d’accord de phase sous la
forme :

ar 3
/ 2 pidqi = nh
Jo o1

qui peut aussi s’écrire :

Ti . Ts . T3 . .
"i ‘/0 piqadié + "2‘/; Paq2dt + ng /; Peqsdt + e pigy)_
+ea(pago); + ea(paga) = nh.

Mais une condition de résonance n’est jamais rigoureuse-
ment satisfaite. Si le mathématicien exige pour la résonance
gu’une différence de phase soit égale exactemenl & n X 27,
le physicien doit se contenter d’écrire qu'elle est égale
a n.2w =+ a, o étant inférieure & une quantité : petite mais
finie qui mesure, si je puis dire, la marge a4 l'intérieur de
laquelle la résonance doit étre considérée comme réalisée
physiquement.

Les quantités p; et ¢; restent finies au cours du mouve-
ment et I'on peut trouver six quantités P; et Q; telles que

Von ait toujours

pi<Pi ([t<.Ql (1=1, 2, 3)

.. .. 3.0 1
Choisissons la limite 7 telle que =3z PiQ; <~%TLF— ; nous
s :

voyons qu’en écrivant la condition de résonance pour n’im-
porte laquelle des périodes approchées, il sera permis de
négliger les termes en ¢; et d’écrire :

T: . Ts | Ts .
ny / P1gdt +na f Pagadt + ng f psqsdt =nh.
o o [
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Dans le premier membre, les n,. ns, ng, sont des entiers
connus; au second membre, n est un entier quelconque.
Nous avons une infinité de semblables équations avec des
valeurs différentes de ny,n, et n;. Pour y satisfaire, 11 faut et
suffit que chacune des intégrales

T;
j; pigidt = § pidqi

soit égale & un multiple entier de A.

Ce sont bien les conditions de Sommerfeld.

La démonstration précédente parait rigoureuse. Cepen-
dant, il y a lieu d’examiner une objection. Les conditions de
stabilité ne peuvent en effet entrer en jeu qu’au bout d’un
temps de lordre du plus court des intervalles de temps <
lequel est déja trés grand ; s’il fallait attendre par exemple
des millions d’années pour qu’elles interviennent, autant
dire qu’elles ne se manifesteraient jamais. Cette objection
n’est pas fondée car les périodes © sont tres grandes par rap-
part aux périodes de libration T;, mais peuvent étre trés peti-
tes par rapport & notre échelle usuelle de mesure du temps ;
dans latome, les périodes T; sont, en effet, de l'ordre de
10718 & 107%% seconde.

On peut se rendre compte de I'ordre de grandeur des
périodes approchées dans le cas de la trajectoire Ly de Som-
merfeld pour ’hydrogéne. La rotation du périhélie pendant
une période de libration du rayon vecteur est de l'ordre de
107 %27, La plus courte des-périodes approchées serait done
de Pordre 10° fois la période de la variable radiale (10743
seconde), soit de l'ordre de 107!% seconde. Il semble donc
bien quelesconditionsde stabilité entreront enjeu enun temps
inaccessible & notre expérience et, par suite, que les trajec-
toires « sans résonance» nous paraitront bien inexistantes.

Le principe de la démonstration développée ci-dessus a été
emprunté & M. Léon Brillouin qui a écrit dans sa thése
(p- 351) : « Pour que l'intégrale de Maupertuis prise sur
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toutes les périodes approchées © soit un multiple entier de A,
il faut que chacune des intégrales relatives 4 chaque variable
et prise sur la période correspondante soit égale 4 un nom-
bre entier de quanta ; c’est-bien de cette fagon que Sommer-
feld écrit ses conditions de quanta ».

CHAPITRE 1V

Quantification des mouvements simultanés
de deux centres électriques.

I. — DIFFIGULTES SOULEVEES PAR CE PROBLEME

Dans les chapitres précédents. nous avons constamment
envisagé un « morceau isolé » d’énergie. Cette expression est
claire quand il s’agit d’un corpuscule électrique (proton ou
électron) &loigné de tout autre corps électrisé. Mais si des
cantres électrisés sont en interaction, le concept de morceau
isolé d’énergie devient moins clair. Il y a 14 une difficulté qui
n’est en aucune fagon propre & la théorie contenue dans le
présent travail et qui n’est pas élucidée dans I'état actuel de
la dynamique de la Relativité.

Pour bien comprendre cette difficulté, considérons un
proton (noyau d’hydrogeéne) de masse propre M, et un élec-
tron de masse propre m,. Si ces deux entités sont tres éloi-
gnées 'une de l'autre de telle sorte que leur iuteraction soit
négligeable, le principe de V'inertie de l'énergie s’applique
sans difficultés : le proton posséde 1'énergie interne Mgc? et
I'électron myc®. L’énergie totale est donc (M, 4 m)c?. Mais
si les deux centres sont assez voisins pour qu’il y ait lieu de
tenir compte de leur énergie potentielle mutuelle — P(<Z o),
comment s’exprimera I'idée d’inertie de I'énergie ? L’énergie
totale étant évidemment (M, + my)c? - P, peut-on admettre
que le proton a toujours une masse propre M, et Iélectron
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une masse propre m,? Doit-on au contraire partager I'énergie
potentielle entre les deux constituants du systéme, attribuer

s 12 «P
4 I’électron une masse propre m, — —- et au proton une
c?
P
masse propre M, — (1 — a) = ? En ce cas, quelle est la valeur
¢

de o et comment cette quantité dépend-t-elle de M, et de m,?

Dans les théories de I'atome de Bohr et Sommerfeld, on
admet que 'électron a toujours la masse propre m; quelle que
soit sa position dans le champ électrostatique du noyau.
L’énergie potentielle étant toujours beaucoup plus petite que
I’énergie interne m,c?, cette hypothé/se est & peu prés exacte,
mais rien ne dit qu’elle soit rigourease. On peut facilement
calculer 'ordre de grandeur de la correction maxima (cor-
respondant a o =1) qu’il faudrait apporter a la valeur de la
constante de Rydberg pour les différents termes de la série

de Balmer si I'on adoptait 'hypothése inverse. On trouve
%—{: 10—, Cette correction serait donc beaucoup plus petite
que la différence entre les constantes de Rydberg pour ’hy-
drogéne et pour ’hélium <——’——>, différence dont M. Bohr a
2000

remarquablement rendu compte parla considération de 1'en-
trainement du noyau. Cependant, étant donnée l'extréme
précision des mesures spectroscopiques, il est peut-étre
permis de penser que la variation de la constante de Rydberg
due & la variation de la masse propre de I'électron en fonc-
tion de son énergie potentielle pourrait étre mise en évidence
si elle existe.

Il. — I ENTRAINEMENT DU NOYAU DANS L'ATOME D HYDROGENE

Une question étroitement liée & la précédente est celle de
la méthode & employer pour appliquer les conditions de
quanta & un ensemble de centres électriques en mouvement
relatif. Le cas le plus simple est celui du mouvement de

I'électron dans I'atome d’hydrogéne quand on tient compte

51



52

RECHERCHES SUR LA THEORIE DES QUANTA 71

des déplacements simultanés du noyau. M. Bohr a pu traiter
ce probléme en s’appuyant sur le théoréme suivant de Méca-
nique Rationnelle : « Si l'on rapporte le mouvement de
I'électron a des axes de directions fixes liés au noyau, ce mou-
vement est le méme que si ces axes étaient galiléens et si
moM,
Tl
Dans le systéme d’axes 1ié au noyau, le champ électrosta-
tique agissant sur ’électron peut &tre considéré comme

Iélectron possédait une masse p.y=—

constant en tout point de l'espace et I’on est ainsi ramené au
probléeme sans mouvement du noyau grice & la substitu-

R AT Ema Mo - mp -~ Mosmo
T R R+r
i /e
G
R
N(Mo) 4
Fig. 4.

tion de la masse fictive w, & la massa réelle m,. Au cha-
pitre II du présent travail, nous avons établi un parallé-
lisme général entre les grandeurs fondamentales de la
Dynamique et celles de la théorie des Ondes; le théoréme
énoncé plus haut détermine donc quelles valeurs il faut attri-
buer & la fréquence de 'onde de phase électronique et a sa
vitesse dans le systéme lié au noyau, systéme qui n’est pas
galiléen. Grace a cet artifice, les conditions quantiques de
stabilité peuvent étre considérées dans ce cas aussi comme
pouvant s’interpréter par la résonance de l'onde de phase.
Nous allons préciser en nous attachant au cas ot noyau et
¢lectron décrivent des orbites circulaires autour de leur
centre de gravité commun. Le plan de ces orbites sera pris
comme plan des coordonnées d’indices 1 et 2 dans les deux
systémes. Les coordonnées d’espace dans le systéme galiléen
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lié au centre de gravité seront x!x? et a3, celles du systéme
liées au noyau seront yy? et y°. Enfin on aura x* = y*=ct.

Appelons « la vitesse de rotation de la droite NE autour
du point G.

Posons par définition :

.= M,
T omg+ M,

Les formules permettant de passer d’un des systémes d’axes
& 'autre sont les suivantes :

yl=ax! 4+ Reosot > =x2+ Rsinat yP=ad yh=x*.
On en déduit :
ds = (dx* 2 — (dxt)? — (dx?)? — (dx?)?
»w2R?2 oR .
= <1 — —Cz——>(dy4)2 — (dy')2 — (dy?)2 — (dy?)2 — 2 - sin wtdyldy®
+ 2 LCR cos atdydy*.
Les composantes du vecteur Impulsion d’univers sont défi-

nies par les relations :

. dyi .
ul = —di./s_ pi = mycui + epi = mycgijud + epi.

On trouve facilement :

i
piz,—_]_—)}o__@[% -+ R sin mt]
Vi—1u _
2 -
[)2:—’_”10—26_; [%_MR cos r»tJ ps =o.
Vi1 — 0

La résonance de l'onde de phase s’exprime d’aprés les
idées générales du chapitre 11 par la relation :

' § lh (pr1dy* + pady®) ’ =n (n entier)

'intégrale étant étendue a la trajectoire circulaire de rayon
R + r décrite par 1’électron autour du noyau.
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Comme l'on a :

s 2
d_dl—_/l =— (R4 r)sinwt (—ié/t— = o(R 4 ) cos wt
il vient :

L 1 n=L Lo __ -

7 §(p,dy —+ pady?) = 7 § VI_:’ﬂ_’ﬁ-? (vdl — wRodt)
en désignant par v la vitesse de I'électron par rapport aux
axes y et par d{ I'élément de longueur de sa trajectoire, -

1

v:m(R—}-l';:l?"i—tﬂ

Finalement la conaition de résonance devient :

mg / wR N
\;—T.——TT@: w(R 4 r) kl-— ~v—>.2ﬂ(R+l)_nh

ou, en supposant avec la mécanique classique 2 négligeable
devant l'unité,

27M, w(R 4 r)? = nh.

MG
my+ M,

(’est bien la formule de Bohr qui se déduit du théoréme
énoncé plus haut et qui peut donc ici encore étre regardée
comme une condition de résonance de l'‘onde électronique
écrite dans le systéme lié au noyau de I'atome.

IIl. — LES DEUX ONDES DE PHASE DU NOYAU ET DE L’ELECTRON

Dans ce qui précéde, I'introduction d’axes liés au noyau
nous a permis en quelque sorte d’éliminer le mouvement de
celui-ci et de considérer le déplacement de 1’électron dans un
champ électrostatique constant ; nous avons été ainsi ramenés
au probléme traité dans le chapitre 1I.

Mais, si nous passons & d’autres axes liés par exemple au
centre de gravilé, le noyau et I’électron décriront tous deux
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des trajectoires fermées et les idées qui nous ont guidé jus-
qu'ici doivent nécessairement nous amener a4 concevoir
I'existence de deux ondes de phase : celle de I'électron et
celle du noyau; il nous faut examiner comment doivent
s’exprimer les conditions de résonance de ces deux ondes et
pourquoi elles sont compatibles.

Considérons d’abord 'onde de phase de 1*¢lectron. Dans le
systéme lié au noyau, la condition de résonance pour cette
onde est :

§p,dy1 + pady? = om mm—fm—- (R 4 r)2 =nh,
0 0

'intégrale étant prise & temps constant le long du cercle de
centre N et de rayon R + r trajectoire relative du mobile et
rayon de son onde. Si nous passons aux axes liés au point G,
la trajectoire relative devient un cercle de centre G et de
rayon r; le rayon de 'onde de phase passant par E est 4
chaque instant le cercle de centre N et de rayon R 4- 7, mais
ce c